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Nous avons le schéma suivant :

veV —T> W s T(v)
® (0
]s €RY —-—-- L RS [TO)s

La fleche en pointillets correspond a une application linéaire de R™ dans R™. Elle a donc une
matrice qui lui est canoniquement associée, A. Autrement dit, A est la matrice de taille m x n
telle que

(T(v)]s = Alv]s

Nous avons vu que les colonnes de A sont les images des vecteurs de la base canonique de
R™, par l'application linéaire de R"™ dans R™ qui lui est associée.
0

Comme par construction b; =0-by +---+1-b;+---+0-b, on a [b;]g = |1 =l

On peut donc restreindre le graphique précédent aux b; :

b —L > T(b)
¢ Y
?
a) ”””””” > [T(bz)]B’
L’image de €, est donc [T(b;)]g pour i =1,...,n.

Nous avons donc motivé la définition suivante.

Définition 4.72 Matrice associée a une application linéaire
Soit T : V. — W une application linéaire. Soit B = (b1,...,b,) une base de V et B’ =
(w1, ..., wy,) une base de W.

La matrice de taille m x n dont la i-eme colonne est le vecteur de coordonnées dans la base

B’ de I'image par T du i-eme vecteur de la base B est appelée matrice associée a application
linéaire T par rapport auz bases B de V et B' de W, notée AZ5 :

ABB_ [[T(b)]s [Th)ls - [T(bn)]s]

Nous avons ainsi : /
[T(v)]s = A8 B[v]s pour tout v € V.
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Méthode pour calculer A?B .

1. Calculer les images des n vecteurs de la base B = (b1,...,b,) de V :
T(by), T(b2), ..., T(bn)

2. Exprimer ces n vecteurs comme combinaisons linéaires des m vecteurs de la base B’ =
(wl,wg, “e ,wm) :

T(bl) = a11wW; + as1ws + ...+ Gp1 W

T(bn) = a1pwy + a2pwa + . .. + GppWin

. ! 7
La matrice AZ5 a comme colonnes les vecteurs de coordonnées dans la base B’ des vecteurs

T(by), T(bs), ..., T(by) :

aip 0 Qln

0 azy -0 G2n
AR = [[T(b)ls -+ [T(bn)ls] =

Am1 o Omn

Remarques 4.4.0.74. 1. Si lVon prend les bases canoniques € et £ de V et W, on va noter
Az la matrice associée plutét que AZ.€ (pour simplifier la notation).
2. Si les espaces vectoriels de départ et d’arrivée sont égaux : V. = W, en général on va
prendre la méme base pour les deux espaces : B = B’ et on va noter A? la matrice associée
plutét que ABB (pour simplifier la notation).

Exemples. 1. Déterminer la matrice associée a I’application linéaire

T: Rg — R2
z,Y,z (’I’ +Y, T — Z)
3 ' o 2
par rapport aux bases B = de R® et B’ = 1o de R®. On a :
1] 1+1]  [2] 1] 1]
U )= lh—1) = lo) =) T2 o]
._1_.
1] (14 1] (2] (1] (1]
U )= li—o = 1) = Ha) T 1o
_0_
1] (14 0] (1] (1] (1]
T 8 S0 Tl T O
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donc

/ 011
B'B _
Ar ™ = {2 1 O}

2. Déterminer la matrice associée a ’application linéaire

T: R? — R3
(z,y,2) — (2x + 3y — 42,5z — 6y, Tz — 82)
1 0 0
par rapport aux bases B = 0],(1],(0 de R3 dans l’espace de départ et £ =
0 1 1
1 0 0
Of,|1f, |0 de R? dans I'espace d’arrivée. On a :
0 0 1
1] [2 1 0 0
T 0 =[5 =20 +5(1|+7]0
10] |7 0 0 1
0] [—1] 1] 0 0
T| (1| | =|-6] =(=1) |0] +(=6) |1]| +(=8) |0
|1 | —8] 10 0 1
[0] —4 1 0 0
T 0 =10 |=(-4|0]4+0]|1| +(=8) |0
11] | —8] 10 0 1

donc
2 -1 —4
AFP =15 —6 0
7 -8 -8
3. Déterminer la matrice associée a ’application linéaire

T: R3 — R3
(z,y,2) > (224 3y — 42,52 — 6y, 7Tz — 82)

0

—_

1 0 0
par rapport a la base B = [O] , [1] , [O} de R3 (méme base pour I'espace de départ

et l’espace d’arrivée). On a :

[1] [2 1 0 0

T (0] | =[5 =2]|0|+51|+2]0
b))l
[0] [—17 1] 0 0

T( |1 = |—6| =(=1) [0 +(—6) H +(=2) H
1) | —8] 0] 1 1
[0] [—4] 1] 0 0

T |0 =(0]|=(-4)1|0 +0H +(—8) H
1) | —8] 0] 1 1
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donc
2 -1 —4
ABE =15 —6 0
2 —2 -8

4. Déterminer la matrice associée a ’application linéaire

T: R3 HR"*
(z,y, 2 y—z,3¢+ 2y — 32,2z + 2y — 32)

par rapport a la base B = < de R? (méme base pour I'espace de départ

et lespace d’arrivée). On a :

T

~
HOOIIHHO O O =

(0] 1 0 0
): ~1{ =00| +(-1) |1 +0[0
-1 0 1 1

—1 1 0 0
T = [=3| =(-1) (0| +(=3) |1| +0 |0
1] -3 0 1 1
donc
0 0 -1
AB =13 -1 -3
-1 0 0

5. Déterminer la matrice associée a ’application linéaire

T: R? — R3
(x,y,2) — (y— 2,3z 4+ 2y — 32,22 + 2y — 3z)

1 0 1
par rapport a la base B = —1{, (1], |3 de R? (méme base pour I’espace de départ
0 1 2
et 'espace d’arrivée). On a :
1] [—1] 1 0] [1]
T -1 =|1|=(-1)|-1|+0]|1| 4+0]3
0 | | 0] 0 1] 12 ]
[0] [0 ] 1 0] [1]
T 1 =|-1{=0|-1+(-1)|1| +0]3
1] | —1] 0 11] 12]
[1] 1 1 0 1
T 3 =13 =0|-1]|+0|1| +1{3
12 12 0 1 2
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donc
-1 0 0
AB=10 -1 0
0 0 1

134

Nous remarquons que pour ce choix particulier de base, la matrice A? est une matrice

diagonale.

6. Déterminer la matrice associée & l'application linéaire T : Py — Py (dérivée) par

p
rapport a la base canonique £ = (1 T, T ) de P;. On a :
1

=0-140-24+0-22

S
TN/~
-
=

Il

'=1=1-14+0-2+0-2?
T(x2):( ) 20=0-1+2-2+0-2°

donc

[TWle [T()le [T(2)]e

Remarques 4.4.0.75. Si p(x) = a + bx + cx? est un polyndéme quelconque, les régles de

dérivation nous donnent tout de suite :
p(x) =b+2cx. Nous avons donc :
T(a+ bx + cx?) = b+ 2cx

La matrice At nous permet de retrouver le méme résultat a l'aide d’une multiplication

matricielle. En effet,

a 0 1 0] [a b
ple = [b| = Az[ple=0 0 2| |b]| = [2¢]| = e
c 00 0 0

d’ot :

[p'le = Ar[ple

7. Déterminer la matrice associée a I'application linéaire T : Py — Py par rapport a la

p —p
base B= (1,14 x,1+ 2+ 2?) de P,. On a:

T(1)=1=0=0-14+0-(1+2)+0-(1+z+2?)
TA4z)=14+2)=1=1-1+0-(1+2)+0- (1 +2+2%)
TA4z+2)=(1+az+2?) =1+22=(-1)-1+2-(14+2)+0-(1+z+2?)
donc
01 -1
AE =10 0 2
00 0
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8. Soit My 2(R) lespace vectoriel des matrices de taille 2 x 2.

Déterminer la matrice de application linéaire Tr: Mjy2(R) — R (trace de la
¢
—a+d
c d
matrice),

par rapport aux bases canoniques de Mz 2(R) et R. On a :

w (|

o

(|
(|

Il
—_
_|_
o

Il
—

=1-1

I
e}
+
o

I
e}

I
e}
[t

oo o oo o~
—0o 00 o~ oo
N———— N N~ 01

I

o

+

o

I

o

I

o

—

donc
Ap=[1 0 0 1]

Noyau et image d’une application linéaire

Définition 4.76 Noyau et image

Soit V' et W deux espaces vectoriels et soit T': V' — W une application linéaire.

1. Le noyau de T, noté Ker(T') est le sous-ensemble de V' défini par
Ker(T)={veV|Tw)=0w}CV
2. L’image de T, notée Im(T) est le sous-ensemble de W défini par

Im(T') = {w € Wil existe v € V tel que T'(v) =w} C W

Ker([T')
Im(T)

Ow

Théoréme 4.77 Ker(T) sev de V

Ker(T) est un sous-espace vectoriel de V.
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Démonstration. 1. Oy € Ker(T) car T'(0y) = Ow.
Soit u,v € Ker(T) et A € R.
2. Soit u et v tel que T'(u) = Ow et T'(v) = Ow.
Alors T(u +v) = T(u) + T(v) = Ow + Ow = Oy Donc on a bien u + v € Ker(T).
3. T(Au) = AT (u) = A0y = Ow. Donc Mu € Ker(T).

O
Théoréme 4.78 Im(7T') sev de W
Im(7T') est un sous-espace vectoriel de W.
Démonstration. 1. Ow € Im(T) car Oy € V vérifie T(0y) = Oy .
Soit wy,ws € Im(T) et A € R.
2. Par hypothese, il existe v1, vy € V tels que wy = T'(v1) et wy = T'(v2).
Donc wy + we = T'(v1) + T(v2) = T'(v1 + v2). Donc on a bien wy + we € Im(T).
3. Awy = AT (v1) = T(Avq). Done Aw; € Im(T).
]

Remarques 4.4.0.79. 1. Nous avons Oy € Ker(T) et Ow € Im(T).

2. Pour caractériser Ker(T) et Im(T) complétement, il suffit de donner leur dimension et
une base.
De plus, dim (Ker(T)) < dim(V) et dim (Im(7")) < dim(W)

Exemples

Application nulle Soit T': V — W définie par T'(v) = Oy pour tout v € V.
On a Ker(T) =V et Im(T) = {Ow }.

Application identité Soit 7 : V — V définie par T'(v) = v pour tout v € V.
On a Ker(T) = {0y} et Im(T) = V.

Projection canonique Soit 7: R3 — R2

)| )
e Yy
On a Im(T) = R?
T . 0 0
et Ker(T) =< |y eRﬂH:H =<q |0l eR®*|z€eR
z y 0 z

Donc Ker(T) = Vect | [0| |. Remarquons que dim (Ker(T)) = 1.
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Soit T: Py — Py  olup(t) =ag+ art+ ast? et T(p(t)) = (ap + a1) + a1t + aqt®.

p +—T(p)
Par exemple : T(1+t) =2+tet T(1—t—t3) = (1-1)—t —t2 = —t — 2.
1. Ker(T) :
On cherche les p € P, tels que T'(p) = 0. Autrement dit, (ag + a1) + a1t + agt? = 0.
Donc
ag+a; =0
ayp = 0
ag = 0

Donc ag = a1 = az = 0 et Ker(T') = {0}.

2. Im(7T) :
Soit b € Py un polynéme donné par b(t) = by + byt + bat?.
A résoudre T(p) = b.

(ag + a1) + art + ast® = by + byt + bot?
ap + a1 = by
= a1 = b
asz = by

&ag = by — by, ay = by, az = ba.

En fonction de by, by, by, on pourra toujours trouver ag, ai, as et avoir T'(p) = b.
Donc Vb € Py, Ip € Py tel que T'(p) = b, et Im(T") = P,.

Lien entre le noyau et I'image d’une application linéaire, et celui de ses
matrices associées

Soit B = (b1, ba,...,b,) une base de V (dimV = n), et soit B/ = (w1, wa, ..., w;,) une base
de W (dim W = m).

Soit A = A?IB la matrice de T par rapport aux bases B de V et B’ de W.

Nous avons 1’équivalence :

Tw)=w } - { Afv)p = [w]s
avecveVetweW avec [v]p € R" et [w]g € R™
d’ou la suite d’équivalences suivantes
veKer(T)CV & T(v) =0w
< Avls = [0w]s
& [v]g € Ker(4) C R"
welm(T)CW & JveV, T) =w
& 3]s € R”, Al = [w]s

& [wlp € Im(A) C R™
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En résumé,

veKer(T) CV < [v]g € Ker(A) CR"
weIm(T) c W < [w|g €Im(A) C R™

Donc,

dim (Ker(T")) = dim (Ker(A))
dim (Im(7)) = dim (Im(A))

Définition 4.80 Rang

Soit T': V' — W une application linéaire.
On définit le rang de T, noté rang(T) par

rang(7T) = dim (Im(7"))

Remarque 4.4.0.81. On peut montrer que
_ B'B
rang(7T’) = rang (AT )

pour tout choix de base B de V et B’ de W.

Théoréme 4.82 Théoréme du rang

Soit T': V' — W une application linéaire. On a :
dim V' = dim (Ker(7T)) + dim (Im(7"))

= dim (Ker(T)) + rang(7T)

Démonstration. Soit B une base de V et B’ une base de W.
Soit A = ABB’ 1a matrice de T par rapport aux bases B de V et B de W.

Soit AZ = 0 le systeme homogene associé.

Nous avons vu que :

(nb. de variables libres) = (nb. d’inconnues) — (nb. de pivots)
donc, dim(Ker(A)) =n — dim(Im(A4))
donc, dim(Ker(T)) = dim V' — dim (Im(T"))
d’ou le résultat. O
Exemples. 1. Déterminer le noyau et I'image de lapplication linéaire T : Py — Py (dé-

p =y
rivée).
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Par définition, Ker(T') = {p € Py | T(p) = 0} = {p € Py : p’ = 0}. On s’attend & trouver
Ker(T') = Py, d’apres les outils d’analyse.
D’autre part, Im(T) = {q € Py |il existe p € Py tel que p’ = ¢}. On s’attend & trouver
Im(T) = Py, d’apres les outils d’analyse.

Rappel. La matrice de T'(p) = p’ par rapport & la base canonique & = {1,z,2?} de Py est
01 0
A=10 0 2
0 0 O
dim (Ker(T)) =3-2=1

dim (Im(7)) = 2

Systéme homogene associé a A :

.’1?220 31‘2:0 o1 1
& |xg| =t |0], avect €R
0

On arang(4) =2 = {

<~
2$5:0 £U3:0

1
Donc, Ker(A) = Vect | |0
0
1
Comme |0| = [1]¢, nous trouvons
0
Ker(T) = Vect (1) = Py.
1 0 1 0
D’autre part, on a Im(A4) = Vect 0, (2 = Vect of, |1
0 0 0 0
1 0
Comme [0 =[l]g et |1| = [z]e, nous trouvons
0 0

Im(T) = Vect (1,z) =Py

2. Déterminer le noyau et I'image de I'application linéaire trace Tr: M32(R) — R

a b
{c d} —a+d

Rappel. La matrice de Tr par rapport aux bases canoniques de M3 2(R) et R est
A= [1 0 0 1] .

dim (Ker(Tr)) =4—-1=3

On a rang(4) =1= { dim (Im(Tr)) =1
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1 = —U
Io = S
Systéme homogene associé & A :x1 + 14 =05 11 = —14 & . avec s,t,u € R.
T3 =
T4 =U
X 0 0_ —1
. . x| 1 0 0
Solution générale : va| S 1o +1 1 +u o | avee s, t,u € R.
Ty 0 0_ 1
(0] [0] —1]
.. 1 0 0
Ainsi, Ker(A) = Vect ol 11l 1 o
0] [0] 1]
0 [0] [—1
1 0 1 0 0 0 0 -1 0
ona ol = 1o ol 3= 10 ol et |0 [ =15 Y]
0 0 0 c 1 1 0 c 0 0 1 c
0 10] |1
0 —17]
R of _[[o O 0] _ -1 0
De meéme on trouve 1l = _{1 Ongt 0 —{HO IHL.
0 1

Par conséquent,

- (3 50 95

D’autre part, comme dim (Im(Tr)) = 1 et Im(Tr) C R on a Im(Tr) = R.

EX® Changement de base

Soit V un espace vectoriel de dimension n > 0. Soit B = (b1, ba,...,b,) et C = (¢1,¢2,...,¢n)
deux bases de V.
Soit I; application identité définie par: Iy: V —V .
v
L’application identité envoie un vecteur de V sur ce méme vecteur, mais dans I'espace de
départ, le vecteur v est exprimé dans la base B, alors que dans I’espace d’arrivée, il est exprimé
dans la base C. On a donc Iy : [v]g — [vc.

Définition 4.83 Matrice de passage

Cette application linéaire a une matrice qui lui est canoniquement associée, ASE. On notera
plutét cette matrice P¢B et on I'appelle matrice de passage de la base B vers la base C.

Remarque 4.4.0.84. Interprétation géométrique des matrices de passage
La matrice de passage P8 peut étre vue comme un « dictionnaire » qui traduit les coordon-
nées d’un vecteur exprimées dans la base B vers ses coordonnées dans la base C.
Géométriquement, dans R? ou R, un changement de base correspond a :
— Une rotation du systéme de coordonnées (si les bases sont orthonormées)
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— Une déformation incluant éventuellement des étirements ou contractions selon certaines
directions
— Une combinaison des deux effets précédents
Le vecteur lui-méme ne change pas dans lespace, seule sa description (ses coordonnées)
change selon le « point de vue » (la base) choisi.

Par construction,

PB = AE = (e Pole - [bule].

c’est a dire que pour construire la matrice de passage de la base B wers la base C, on peut
exprimer chacun des vecteurs de la base B dans la base C.
De plus,
[vle = PPluls

Exemple. Soit B = ({ﬂ , {ﬂ) et C = (Lﬂ , {ﬂ) deux bases de R2.

Nous avons :

=P _{1 1

Propriété 4.85

Si B et C sont deux bases de I'espace vectoriel V alors :

pBC _ (Pcs) =1

Nous pouvons donc obtenir P5¢ 4 I'aide de 'algorithme :
[PCB | In] ~ [In | PBC]

Reprenons les bases de I'exemple précédent. On a :

1210 10 -1 2
[PCB”?]:L 10 JN[O 11 —JZUQWBC]
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— —
Remarque 4.4.0.86. Lorsque V = R", les bases B = (bl, . .7bn> et C = (c_f7 .. ,al)) peuvent
étre représentées sous forme de matrices dans la base canonique :

- = —
B_l|br b ~.m}etczﬁia e @_

Par définition de la matrice de passage PCB, les colonnes de P8 sont les coordonnées des
vecteurs de la base B exprimés dans la base C :

B
— —
b; :61i0_1>+---+5m-63 =  |[bile=]":

6712’
Sous forme matricielle, cela s’écrit :

B=CPb.

Pour déterminer PCB, il suffit donc de résoudre cette équation ot Uinconnue est PCB. Au-
trement dit, on échelonne la matrice augmentée

{C—fc_faﬂbjb—;z] ~ [I, | P°5].

Enfin, si la base d’arrivée est la base canonique & = {e_1>,—2>,...,al>}, alors pour tout 1,
— —
[bi]le = b;, d’ot immédiatement :
- = —
PEB _ {bl by - bn:|
Exemple. Considérons les deux bases de R :
1 1 0
— Base B = 11,10], |1
0 1 1
1 0 0
— Base C = 0|, (1], |0 (base canonique)
0 0 1

Etape 1 : Construction de la matrice de passage P8
Puisque C est la base canonique, les coordonnées d’un vecteur dans C sont simplement ses
composantes. Donc :

ou les colonnes sont directement les vecteurs de B.
Etape 2 : Calcul de la matrice inverse P3¢
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Utilisons ’algorithme de Gauss-Jordan :

1 1.0 1 00
[PBI]=11 01 0 1 0
01 10 0 1
Ll 1 1 0 1 0O
2 < Lo—1Ln
~ 0 -1 1 -1 10
0 1 1 0 01
. . 11 0 0 0
2 < — L2
~ 01 -1 1 -1 0
01 1 0 0 1
Lt 1 0 1 0 0
3 < Laz—L2
- 01 -1 1 -1 0
00 2 -1 1 1
) 11 0 1 0 O
feczbalg 1 -1 1 -1 0
~ bon
o 1 1 0 1 0 0
2FN2+3 01 0 % _% %
oot 5 4
hm oo <+ L _1
Lieli=Lz | 1 oA 2
~ A2t
0 0 1 2 2 2
1 1 -1
Doncpgczé 1 -1 1
-1 1 1
Etape 3 : Application du changement de base
3
Soit le vecteur ¥ = |2 exprimé dans la base canonique C.
1
Ses coordonnées dans la base B sont :
[ = PP[V]e
[y 1] [3
=3 1 -1 1 2
-1 1 1 1
L[ 3+2-1
—3+2+1
[4 2
:% 2 =11
10 0

0 2 1 3
Vérification : 2- [1| +1- |0| +0- (1| = [2] + |0 = |2
1 0 1 1
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Propriété 4.87

Si B, C et D sont trois bases de 'espace vectoriel V' alors la matrice de passage de la base B
vers la base D peut se calculer comme suit :

P — s (multiplication matricielle)

ou PPB = (pcp)—l PCB ou PPB = pPC (pBC)—l

Les formules précédentes nous donnent une maniere alternative pour calculer P8 . PCB =
-1 N .
(’ch) PEB_ on comme avant € est la base canonique de V.

Exemple. Soit V' = R2. On définit trois bases :

(UL e L) -

1. Matrice de passage de & vers B

e |1 1}
o=l A

1
0

I
/N
[ —
— DN
U
1
Do =
| S
~——

2. Matrice de passage de D vers &

v [2 1} Dg_lv —1}
L R )

3. Donc
PDB _ PDE PSB — (PSD)—I PSB.

On a:

Matrices d’application linéaire exprimées dans différentes bases

Propriété 4.88

Soit T': V' — V une application linéaire, B = (b1, ba,...,b,) et C = (c1,ca, ..., c,) deux bases
de V. Alors :
Af = PP ARPEC

Formulations équivalentes :
|
Af = PCBAE (PCF)
=il
AL = (PPC) " ARPC

Démonstration. Nous avons le schéma suivant :
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AB
R" 3 [u]ls ————> AB[v]5 € R"
PBC PCB
Af
R"S oo ————> AS[lc R
O
Remarque 4.4.0.89. Cette proposition nous donne une maniére alternative de calculer
A% = [[T(er)le [T(e2)le - [Tlen)le]
lorsque AE = [[T(b1)]5 [T(b2)lz -+ [T'(bn)]g] et PB (ou PBC) sont connues.
Définition 4.90 Matrices semblables

Soit A et A’ deux matrices carrées de taille n x n.
On dit que les matrices A et A’ sont semblables s’il existe une matrice inversible P telle que

A = pPAP7!
Les matrices A% et A?w sont semblables car on a
AG =PAFP™! avec P =PPF

3 1
Exemple. Soit 7' : R? — R? de matrice A% = L 3} et B= <{1} , { ! })
— Matrices de passage :

1 1 -1 1 1
£B _ EB _1
O |

— Changement de base :

1 1 1][3 11 1] [4 0
At = (P) A%széL —1} L 3} L —1}:{0 2}'
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Remarque importante 4.91

Importance pratique des changements de base
Les changements de base sont fondamentaux en algebre linéaire pour plusieurs raisons :

1. Simplification des calculs : Certains problemes deviennent beaucoup plus simples dans
une base bien choisie.

2. Résolution de systemes différentiels : En physique et en ingénierie, le choix d’une base
adaptée peut transformer un systeme d’équations différentielles couplées en équations
indépendantes.

3. Préparation a la diagonalisation : Comme nous le verrons au chapitre suivant, trouver une
base dans laquelle une matrice devient diagonale simplifie considérablement les calculs
de puissances de matrices et I’étude des applications linéaires.

4. Analyse de données : En statistiques et apprentissage automatique, les changements de
base (comme ’analyse en composantes principales) permettent d’identifier les directions
de variance maximale dans les données.

Le concept de matrices semblables, introduit ci-dessus, capture précisément ’idée que deux
matrices peuvent représenter la méme application linéaire vue dans des bases différentes. Cette
notion sera centrale pour la diagonalisation des matrices.




5.1

Chapitre 5 : Valeurs propres et
vecteurs propres

Introduction et motivation

Dans les chapitres précédents, nous avons étudié les applications linéaires T : V. — W et
leur représentation matricielle. Nous allons maintenant nous concentrer sur un cas particulier
fondamental : les applications linéaires d’un espace vers lui-méme, c’est-a-dire 7' : V' — V. Nous
avons vu que si V est de dimension n, muni d’une base B, alors il existe une matrice A associée a
T et B. Par conséquent, nous pouvons restreindre ce chapitre a I’étude des applications linéaires
T:R" — R"™.

S 12 . 3 1 . . c s qees
Considérons la matrice A = { } Si nous appliquons cette matrice a différents vecteurs

1 3

de R?, nous observons des comportements variés :

all =0 all =l al) =[] =20]

Remarquons que le vecteur { a un comportement particulier : il est simplement multiplié

1

par 4. De méme :

1 P
sont colinéaires

Par conséquent, par linéarité, tous les vecteurs de la droite engendrée par 1

\ . . . ) 1
a leur image, avec un coefficient 4. Et tous les vecteurs de la droite engendrée par {_ J sont

colinéaires a leur image, avec un coefficient 2.

Ces vecteurs spéciaux, qui restent sur la méme droite apres transformation, et par extension
ces deux droites spéciales, qui restent inchangées apres transformation, jouent un role fonda-
mental en algebre linéaire et ont de nombreuses applications pratiques.

147
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Valeurs propres et vecteurs propres

Définition 5.1 Vecteur propre et valeur propre

Soit A une matrice carrée de taille n x n.
Un vecteur non nul ¥ € R” est appelé vecteur propre de A s’il existe un scalaire A € R tel

AT =\

que :

Le scalaire A est alors appelé la valeur propre de A associée au vecteur propre .

— - =
Remarques 5.5.0.2. 1. Le vecteur nul 0 vérifie toujours A0 = X0 pour tout \. C’est pour-
é
quoti on exige que o # 0 dans la définition.

2. Géométriquement, un vecteur propre est un vecteur dont la direction est préservée par la
transformation (il peut étre dilaté, contracté ou inversé).

3. Si U est un vecteur propre associé a A, alors tout multiple non nul ¢ est aussi un vecteur

propre associé a la méme valeur propre \.

2

52}
1 .

} est un vecteur propre de A = {2 9

Exemples. 1. Vérifions que ¥ = {
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9 2020 1042 |12y |2
av= [ 3 B =[005] = 6] = 3] =67
Donc ¥ est bien un vecteur propre associé a la valeur propre A = 6.

1 . AN
{_2} est aussi vecteur propre, associé a la valeur propre 1.

1 00
2. Pour la matrice identité I3 = |0 1 O0f, tout vecteur non nul est un vecteur propre
0 0 1

associé a la valeur propre A\ = 1.

Détermination des valeurs propres

Pour trouver les valeurs propres d’une matrice, nous devons résoudre I’équation AV =27
%
avec U #£ 0.

Théoréme 5.3 Caractérisation des valeurs propres

Soit A une matrice carrée de taille n x n. Le scalaire A est une valeur propre de A si et
seulement si :

(A- M)V =0

admet une solution non triviale o #0.

Ceci est équivalent a dire que la matrice (A — AlL,) n’est pas inversible.

Démonstration. L'équation AU = AU peut se réécrire :

AT = \U
S AT - T =0
S AT AT =0

SA-AN)T =10

, . . - . . N
Pour que cette équation admette une solution o % 0, il faut et il suffit que le systeme

homogene associé a (A — AL,) ait une infinité de solutions, c’est-a-dire que (A — AlL,) ne soit pas
inversible (d’apres le théoreme 2.23). O

Corollaire 5.4
A est une valeur propre de A si et seulement si det(A — Al,) = 0.
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Exemples. 1. Trouvons les valeurs propres de A = E (1)} .

Nous devons résoudre det(A — Alz) =0 :

2 1 1 0 2—\ 1
A_Ab:{s o}”{o 1}:{ 3 —)J

det(A— M) = (2= A (=) =3(1) =224+ 2 -3=X2-21-3
Résolvons A2 —2A —3 =10

M2 -3=A=-3)A+1)=0

Les valeurs propres sont donc A\ = 3 et Ay = —1.
4 -2
2.P0111PB—{1 1}.

4—XN =2

) 17J — (4= N)(1—)) +2

det(B — Alz) = det {

=452+ XN 4+2=X2-5 x+6=(1—-2)(A—3)

Les valeurs propres sont Ay = 2 et Ay = 3.

2 0 1
3. Pour une matrice 3 x3:C =10 3 0
1 0 2

Le polynoéme caractéristique se calcule par développement selon la deuxiéme colonne (qui
contient deux zéros) :

2—-A 1 }

det(C—/\I[g):(B—/\)det{ 1 9\

=B-N[2-N2=1=B-NA\-41+3)
=B-ANA=1D)A=3)=-B-1*01-1)

Les valeurs propres sont Ay = 1 et Ay = 3.

Définition 5.5 Polynome caractéristique et multiplicité algébrique

Soit A une matrice carrée de taille n x n.
— Le polynéme caractéristique de A, noté pa()\), est défini par :

pa(X) = det(A — AL,)

C’est un polynome de degré n en \.
— La multiplicité algébrique d’une valeur propre A, notée m, (), est sa multiplicité comme
racine du polynome caractéristique.
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3 -2 0
Exemple. Pour A= |-2 3 0
0 0 5

pa(A)=det | =2 3—-X 0

En développant selon la troisieme colonne :
pa(X) = (5-N[(B-X)? -4
=6G-MNA-1)A=-5)
=-(6-2)(\-1)
Donc Ay =1 avec mgy(1) =1 et Ay = 5 avec mg(5) = 2.

Remarques 5.5.0.6. 1. Les wvaleurs propres de A sont exactement les racines du polynéme
caractéristique.

2. Le polynéme caractéristique peut avoir des racines complexes non réelles (qui apparaissent

par paires conjuguées). Dans ce cas, la matrice a aussi des valeurs propres complezes, mais

nous n’aborderons pas cela en détails dans ce cours. Par exemple, la matrice de rotation

{(1) _01} a pour polynéme caractéristique A2 + 1, dont les racines sont +i.

Définition 5.7 Trace d’une matrice

La trace d’'une matrice carrée A = (a;;) de taille n x n, notée Tr(A), est la somme des éléments
de sa diagonale :

Tr(A) =a1+an+: - +an = Zau‘
i=1

2 5
Exemples. 1. Tr|3 4 7| =244+ (-3)=3
10

ab}.
c d] -
b

pa(\) = det {“ ; A P A} =X\ — (a+d)\+ (ad — be) = N\* — Tr(A)\ + det(A)

2. Pour une matrice 2 x 2, A =

3. Pour une matrice 3 x 3, A =

Q Qe
> o o
Sk 0

Le polynéme caractéristique est :

pa(A)=det | d e—-X f
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En développant completement, on obtient :
paN) = =X+ (a+e+i)A2 — (ae — db+ ai — gc + ei — hf)\ + det(A)
On constate que le coefficient de A\? est :
a+e+i="Tr(A)

De méme, le terme constant (obtenu en posant A = 0) est det(A).
Ainsi, pour une matrice 3 X 3 :

pa(N) = =A% + Tr(A)A? — g9\ + det(A)

a

d

e

h

ou oy = det

ij + det B ﬂ + det { ﬂ est la somme des mineurs principaux 2 x 2.

Théoréme 5.8 Valeurs propres et inversibilité

Soit A une matrice carrée. Alors :
1. 0 est valeur propre de A si et seulement si A n’est pas inversible.
2. Si A est inversible et A est valeur propre de A, alors % est valeur propre de A~ 1.
3. Si A est valeur propre de A, alors \¥ est valeur propre de A* pour tout k € N.

4. Si X est valeur propre de A, alors A est valeur propre de A”.

Démonstration. 1. 0 est valeur propre < det(A —0-1,) = 0 < det(A) = 0 & A n’est pas
inversible.

2. SiA?zA?avec?;éﬁet/\;éO,alors:
T =AY AT)=A'O\V) = AT

Donc A~1% = %7
3. Si AW = AU, alors A2T = A(AT) = A\V) = MAT) = \2 7.

Par récurrence, A7 = Nk
4. det(AT — ML) = det((A — AL)T) = det(A — AL).

O
Théoréme 5.9 Valeurs propres d’une matrice triangulaire
Si A est une matrice triangulaire, alors ses valeurs propres sont les éléments de sa diagonale.

Exemples. Pour A = , les valeurs propres sont 3, —1, 2, 4.

cocow
I
—_

1
2
7
4
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Détermination des vecteurs propres

Une fois les valeurs propres trouvées, nous pouvons déterminer les vecteurs propres associés.

Définition 5.10 Espace propre et multiplicité géométrique

Soit A une valeur propre de la matrice A.
— L’espace propre associé a A\, noté E), est ’ensemble de tous les vecteurs propres associés
a A, ainsi que le vecteur nul :

Eyx={V e R*|AY = AU} = Ker(A — AL,)

— La multiplicité géométrique de X, notée mgy(N), est la dimension de I’espace propre E}.

Remarques 5.5.0.11. E) est un sous-espace vectoriel de R™ (¢’est le noyau de la matrice A— M\, ).
Sa dimension est au moins 1 puisque \ est valeur propre, donc 1 < mg(N).

Exemples. 1. Pour A = E (1)} avec \1 =3 et Ay = —1:
Pour \; =3:

A=l = {_31 —13}

{—110} {—110}
3 =30 0 0 0

Solution : 1 = x2, donc E3 = Vect ({ﬂ) et my(3) = 1.

Pour N\ = —1:

1
A+, = E J

Solution : x5 = —3z1, donc EF_; = Vect ({_13}) et mg(—1) = 1.

2. PourB:ﬁl _12} avec \1 =2 et Ay =3 :

Pour \; =2

som= |t T~ ]

Solution : 1 = x5, donc Fy = Vect qﬂ)

B_s1, {1 72} N {1 72}

Pour \y =3 :

1 -2

Solution : x1 = 2x9, donc E3 = Vect ({ﬂ )
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2 0 1
3. Pour C= |0 3 0] avecA\y =1let Ay =3:
1 0 2

Pour \; =1:
1 0 1 1 0 1
C—-I3=10 2 0|~ |0 1 O
1 0 1 0 0 O
Solution : 1 = —x3 et x5 = 0, donc E; = Vect < et mg(l) = 1.
Pour \y =3 :
1 0 1 0 —
C -3l = 0 ~ 10 0 O
0 0 0 O
1 0
Solution : z1 = x3 et x2 libre, donc E3 = Vect | |0, |1 et my(3) =2
1 0

Théoréme 5.12 L <mg(A) <mq(A)
Pour toute valeur propre A : 1 < mg(A) < mg ().

Démonstration. Admis. O
Théoréeme 5.13 Indépendance linéaire des vecteurs propres
Des vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes sont linéairement indépendants.

Démonstration. Procédons par récurrence sur le nombre de vecteurs propres.
Un seul vecteur propre non nul est linéairement indépendant.
Supposons que k vecteurs propres 71, ceey ), associés a des valeurs propres distinctes

A1, ..., A\, soient linéairement indépendants.
Soit 7k+1 un vecteur propre associé a Ap+1 # A; pour tout i < k.

Supposons qu’il existe ¢y, ..., ck4+1 tels que :

avi4-+a T+ Ck+17k+1 =0 (%)

En appliquant A :
%
MU+ + M Tk + 1 A1 Thgr = 0 (#%)

En calculant (x%) — Apaq (%) :

_>
M =) V144 e — A1) T = 0

Par hypothese de recurrence et comme \; # A\g11, on a ¢; = 0 pour tout ¢ < k. Donc (x)
devient Ck+17k+1 = O ce qui implique cx41 = 0. O
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Diagonalisation
Matrices semblables

Définition 5.14 Matrices semblables

Deux matrices carrées A et B de méme taille sont dites semblables s’il existe une matrice
inversible P telle que :

B =P 'AP ou de maniere équivalente A = PBP~!

Théoreme 5.15 Propriétés des matrices semblables

Si A et B sont semblables, alors :
1. Elles ont le méme polynome caractéristique.
2. Elles ont les mémes valeurs propres (avec les mémes multiplicités algébriques).
3. det(A) = det(B) et Tr(A) = Tr(B).
4. rang(A) = rang(B).

Démonstration. Soit B = P"1AP avec P inversible.

1. pp(\) = det(B — AIL,) = det(P~1(A — AI,)P) = det(A — \I,,) = pa())

2. Découle de (1).

3. det(B) = det(P~1AP) = det(A).
Pour la trace, montrons d’abord que Tr(C'D) = Tr(DC) pour toutes matrices C, D :
SiC o= (cij) et D = (dij)7 alors (CD)” = Zk Cikdki et (DC)jJ = Zk djkckj. Donc
TI‘(CD) = Zz Zk Cikdki = Zk Zz dkicik = TI‘(DC)
Ainsi : Tr(B) = Tr(P~'AP) = Tr((AP)P~1) = Tr(A(PP~1)) = Tr(A).

4. B7=0&PAPZ =0 & APY) = . Comme P est inversible, dim(Ker(B)) =

dim(Ker(A)), donc rang(B) = rang(A).

Remarque importante 5.16

La réciproque est fausse : deux matrices peuvent avoir le méme polyndéme caractéristique sans
étre semblables. Par exemple :

1 1 1 0
A:{O J et B:{O J

ont toutes deux (1 — )2 comme polynome caractéristique, mais ne sont pas semblables (car
B =1 et la seule matrice semblable & I5 est I elle-méme).
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Matrices diagonalisables

Définition 5.17 Matrice diagonalisable

Une matrice carrée A est dite diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale D,
c’est-a-dire s’il existe une matrice inversible P telle que :

P 'AP=D

ou D est diagonale.

Le lien avec les vecteurs propres est donné par le théoreme fondamental suivant :

Théoréme 5.18 Théoréeme de diagonalisation

Une matrice A de taille n X n est diagonalisable si et seulement s’il existe une base de R™
constituée de vecteurs propres de A.

Dans ce cas, si P = [ 1 2 o Un ot les ¥; sont des vecteurs propres linéairement

indépendants associés aux valeurs propres \;, alors :

M 0 - 0
0 Ny - 0
P 'AP=D = . .
0 0 - A\

Démonstration. (=) Supposons A diagonalisable. Il existe P inversible et D diagonale telles que
P~ 'AP =D.

Multiplions a gauche par P : AP = PD.

Ecrivons P = [71 771] et D = diag(A1,...,An).

Le produit matriciel donne : AP = [A71 Aﬁn], et PD = [)\171 e )\nﬁn]

Donc AW, = N0, pour tout ¢, donc les colonnes de P sont bien des vecteurs propres de A.

Comme P est inversible, ses colonnes sont linéairement indépendantes (Théoreme 2.23), donc
forment une base de R”.
(<) La démonstration inverse suit le méme raisonnement. O

Remarques 5.5.0.19. La matrice P est une matrice de changement de base : elle transforme la
base canonique en une base de vecteurs propres. Dans cette nouvelle base, I’application linéaire
associée a A a une représentation diagonale trés simple.

Corollaire 5.20
Si une matrice n X n possede n valeurs propres distinctes, alors elle est diagonalisable.

Démonstration. D’apres le théoréeme d’indépendance linéaire, n vecteurs propres associés a n
valeurs propres distinctes forment une base de R™. O



